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概要
本稿は圏論 Advent Calendar 2023の 19日目の記事です. ほとんどが普遍代数で, 圏論要素は少なめです.
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Terminology

N 非負整数全体の集合
Set 小さい集合と写像の圏
Grp (小さい)群と群準同型の圏

1 普遍代数/Universal algebra

1.1 代数理論/Algebraic theories

Definition 1.1 (シグネチャ). シグネチャ (signature)とは, 集合 Ωと写像 ar : Ω → Nの組のこと. Ωの元のこと
を関数記号 (function symbol) と呼ぶ. 各関数記号 ω ∈ Ωについて, 自然数 ar(ω)はそのアリティ (arity) と呼ばれ
る. 以下では, 単に Ωと書いてシグネチャを表す. ♦

以下では, 可算無限集合 Varを任意に取り固定する. Varの元は変数 (variable)と呼ばれ, x1, x2, y, z, . . . などの文
字で書かれる.

Definition 1.2 (文脈). 文脈 (context)とは, 相異なる有限個の変数からなる語 (x1, . . . , xn)のこと. x⃗とも書き, さ
らに n = 0の時は ()と書く. ♦
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Definition 1.3 (項). Ωをシグネチャとし, x⃗ = (x1, . . . , xn)を文脈とする. 文脈 x⃗における Ω-項 (Ω-term)は, 以
下の規則によって再帰的に定義される:

• 各 1 ≤ i ≤ nに対し, xi ∈ Varは文脈 x⃗における Ω-項である.

• アリティmの関数記号 ω ∈ Ωと文脈 x⃗における Ω-項 τ1, . . . , τm が与えられたとき, 文字列 ω(τ1, . . . , τm)は
文脈 x⃗における Ω-項である.

文脈 x⃗における Ω-項は, x⃗.τ や τ(x1, . . . , xn)などと書かれる. 文脈 (x1, . . . , xn)における Ω-項は, n変数 Ω-項とも
呼ばれる. ♦

Definition 1.4 (等式). Ωをシグネチャとする. Ω-等式 (Ω-equation)とは, 同一文脈における 2つの Ω-項 x⃗.τ, x⃗.τ ′

の組のこと. x⃗.(τ = τ ′)や τ x⃗ τ ′, τ(x1, . . . , xn) = τ ′(x1, . . . , xn)などと書かれる. ♦

Definition 1.5 (代数理論). 代数理論 (algebraic theory)とは, シグネチャ Ωと, Ω-等式からなる集合E の組 (Ω, E)

のこと. 代数理論は等式理論 (equational theory)とも呼ばれる. ♦

Example 1.6 (群). 群の代数理論 (Ω, E)が、以下のように定義される.

Ω := {e, i,m}, ar(e) := 0, ar(i) := 1, ar(m) := 2

E :=


m(m(x, y), z)

x,y,z
m(x,m(y, z));

m(e, x) x x, m(x, e) x x;

m(i(x), x) x e, m(x, i(x)) x e


ここで, mは群の 2項演算, eは単位元, iは逆元をとる 1項演算を表現している. ♦

1.2 バラエティ/Varieties

Definition 1.7 (構造). Ωをシグネチャとする. Ω-構造 (structure) Aとは, 次のデータ

• 集合 A;

• すべての関数記号 ω ∈ ar−1(n)に対する, 写像 An
JωKA Aの割り当て.

からなる組 A = (A, J·KA)のこと. Ω-構造 A = (A, J·KA)に対し, Aはその台集合と呼ばれる. ♦

Definition 1.8. Aを Ω-構造とする. 割り当て ω 7→ JωKA は, 一般の Ω-項に対する割り当てへと拡張される. 実際,

x⃗ = (x1, . . . , xn)を文脈としたとき, 以下の規則によって, 各 Ω-項 x⃗.τ に対し写像 An
Jx⃗.τKA Aを割り当てることが

できる:

• 各 1 ≤ i ≤ nに対し, 写像 An
Jx⃗.xiKA Aを i番目の射影と定める;

• アリティ m の関数記号 ω ∈ Ω と文脈 x⃗ における Ω-項 τ1, . . . , τm が与えられたとき, 写像
An

Jx⃗.ω(τ1, . . . , τm)KA Aを

a⃗ 7→ JωKA ( Jx⃗.τ1KA(⃗a), . . . , Jx⃗.τnKA(⃗a) )
により定める. ♦

Definition 1.9. (Ω, E)を代数理論とする.

(i) Ω-構造 Aが Ω-等式 τ(x1, . . . , xn) = τ ′(x1, . . . , xn)を満たすとは, Jx⃗.τKA と Jx⃗.τ ′KA が同じ写像を定めている
ことを言う. このことを, A ⊨ τ(x1, . . . , xn) = τ ′(x1, . . . , xn)と書き表す.

2



(ii) (Ω, E)-代数 (algebra)とは, Ω-構造 Aであって E に属すすべての Ω-等式を満たすもののことである. ♦

Definition 1.10 (準同型). (Ω, E)-代数 A,Bに対し, 準同型 (homomorphism) A f B とは, 台集合の間の写像
A

f
B であって任意の ω ∈ Ωについて以下を可換にするものである:

Aar(ω) A

Bar(ω) B

far(ω)

JωKA
f

JωKB
♦

Notation 1.11. 代数理論 (Ω, E)に対し, (Ω, E)-代数と準同型の成す圏をAlg(Ω, E)と書く. このような形で書け
る圏のことをバラエティ (variety)と呼ぶ. ♦

Example 1.12. 群のバラエティは群の圏と一致する. 実際, (Ω, E)を群の代数理論 (Example 1.6)としたとき, 圏
同型Alg(Ω, E) ∼= Grpが存在する. ♦

1.3 自由代数/Free algebras

Notation 1.13. (Ω, E)を代数理論とする. 任意の A ∈ Alg(Ω, E)について A ⊨ τ x⃗ τ ′ が成り立つとき, このこ
とをAlg(Ω, E) ⊨ τ x⃗ τ ′ と書き表す. ♦

代数理論 (Ω, E) に対し, 忘却関手 Alg(Ω, E) U Set が, A 7→ A によって定義される. この関手 U は左随伴
F a U をもつことが知られており, 特に有限集合 {x1, . . . , xn}のついての Fの値 (F(x1, . . . , xn) or Fn)は以下で与
えられる:

Remark 1.14. (Ω, E)を代数理論とし, x⃗ = (x1, . . . , xn)を文脈とする. 文脈 x⃗における Ω-項全体を次の同値関係
∼で割った商集合を, F (x1, . . . , xn)と書くことにする:

x⃗.τ ∼ x⃗.τ ′
def⇔ τ x⃗ τ ′

F (x1, . . . , xn)の元, すなわち ∼による同値類は, [x⃗.τ ]や [τ ]もしくは単に τ などと書かれる. アリティmの関数記
号 ω ∈ Ωに対し, well-definedな写像 F (x1, . . . , xn)

m → F (x1, . . . , xn)が

([τ1], . . . , [τm]) 7→ [ω(τ1, . . . , τm)]

によって定義できる. これにより, F (x1, . . . , xn)は (Ω, E)-代数 F(x1, . . . , xn)となる. ♦

1.4 合同関係/Congruence

Definition 1.15 (合同関係). Aを (Ω, E)-代数とする. A上の合同関係 (congruence)とは, 圏Alg(Ω, E)における
内部同値関係 (internal equivalence relation) のことである. 明示的には, 台集合 A上の同値関係 ∼であって, 任意
の ω ∈ Ωが与えられたとき, Aの元の族が ai ∼ bi (1 ≤ i ≤ n)をみたすなら

JωKA(a1, . . . , an) ∼ JωKA(b1, . . . , bn)
が成立するようなものである. ♦

Remark 1.16. (Ω, E)-代数 A上の合同関係 ∼が与えられると, 台集合を ∼で割ることで新たな (Ω, E)-代数 A/∼
を作ることができる. ♦
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Remark 1.17. 群 G上の合同関係は Gの正規部分群と 1対 1に対応し, 環 R上の合同関係は Rの両側イデアルと
1対 1に対応する. ♦

Notation 1.18. Aを (Ω, E)-代数とする. A上の合同関係全体の集合を Cong(A)と書く. a ∼0 a′ から a ∼1 a′ が
常に導かれるときに ∼0 ≤ ∼1 と定めることにより, Cong(A)を半順序集合とみなす. ♦

Notation 1.19. αを A ∈ Alg(Ω, E)上の内部 2項関係とする. このとき, ( ab )(= (a, b)) ∈ αであることを

a α b in A

と書き表す. ♦

Notation 1.20. A ∈ Alg(Ω, E)上の内部 2項関係 α, β が与えられたとき, A上の新たな内部 2項関係 α◦n β (n ≥
0)が, 以下で定義される:

α ◦ β 3 ( ab )
def⇔ ∃c ∈ A s.t. a α c

β
b;

α ◦0 β 3 ( ab )
def⇔ a = b;

α ◦n+1 β := (α ◦ β) ◦ (α ◦n β).

2項演算 ◦は結合的であり, 特に α ◦1 β = α ◦ β, α ◦2 β = α ◦ β ◦ α ◦ β. ♦

Remark 1.21. Cong(A)は完備束である. 特に, 最小元 0, 最大限 1, 2項meet α ∧ β, 2項 join α ∨ β は次で与えら
れる:

a 0 b
def⇔ a = b;

a 1 bは常に成立;

a
α ∧ β

b
def⇔ a α b かつ a

β
b;

a
α ∨ β

b
def⇔ ∃n ≥ 0 s.t. a

α ◦n β
b.

♦

Notation 1.22. Aを (Ω, E)-代数とし, a, b ∈ Aとする.
( a0

b0

)
, . . . ,

( an

bn

)
∈ A× Aを含む合同関係のうち最小のも

のを,
⟨( a0

b0

)
, . . . ,

( an

bn

)⟩
A ∈ Cong(A)と書くことにする. ♦

証明は省くが, 自由代数上の合同関係について次の補題が基本的である:

Lemma 1.23. (Ω, E)を代数理論とする. x⃗を文脈とし, yi, zi ∈ x⃗ (0 ≤ i ≤ n)であるとする. このとき,(
[τ ]

[τ ′]

)
∈
⟨(

[y0]
[z0]

)
, . . . ,

(
[yn]
[zn]

)⟩
F(x⃗)

⇔ Alg(Ω, E) ⊨ τ [y0/z0, . . . , yn/zn]
x⃗ τ ′[y0/z0, . . . , yn/zn]

が成り立つ. ここで, τ [y0/z0, . . . , yn/zn] は項 τ に表れる変数のうち各 zi を yi へ一斉に置き換えて得られる項を
指す.

Notation 1.24. 項 τ(x0, x1, x2) に表れる変数のうち x2 を x1 へ置き換えたものを, τ(x0, x1, x1) と書くことにす
る. このような記法を用いると, Lemma 1.23は例えば(

[τ ]

[τ ′]

)
∈
⟨(

[y]
[z]

)⟩
F(x,y,z)

⇔ Alg(Ω, E) ⊨ τ(x, y, y) = τ ′(x, y, y)

のように表現できる. ♦
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2 バラエティの分類/Classification of varieties

Definition 2.1. バラエティ Alg(Ω, E) は, 以下 (Theorem 2.2) の同値な条件を満たすときマルセフバラエティ
(Maltsev variety)と呼ばれる. ♦

Theorem 2.2. 代数理論 (Ω, E)について, 以下は同値である:

(i) 任意の A ∈ Alg(Ω, E)と α, β ∈ Cong(A)に対し, α ◦ β = β ◦ α. (congruence-permutable)

(ii) ある 3変数 Ω-項 q (Maltsev term)が存在し, 任意の (Ω, E)-代数が以下の等式を満たす:

x = q(x, y, y), q(x, x, y) = y.

(iii) Alg(Ω, E)の任意の内部反射的関係 (internal reflexive relation)が合同関係である.

Proof. [(i) =⇒ (ii)] F3 := F(x, y, z) ∈ Alg(Ω, E)を 3元生成自由代数とする.

α := 〈( xy )〉F3
, β := 〈( yz )〉F3

in Cong(F3)

とおく. ( xz ) ∈ α ◦ β = β ◦ αなので, ある 3変数項 q ∈ F3 が存在して

x
β

q α z in F3.

すると Lemma 1.23より,

Alg(Ω, E) ⊨ x = q(x, y, y);

Alg(Ω, E) ⊨ q(x, x, z) = z.

したがって, この 3変数項 q(x, y, z)は (ii)の条件を満たしている.

[(ii) =⇒ (iii)] αを A ∈ Alg(Ω, E)上の内部反射的関係とする. a α bなら

b = JqKA(a, a, b) α JqKA(a, b, b) = a.

a α b α cなら
a = q(a, b, b) α q(b, b, c) = c.

よって αは対称律と推移律をみたす, すなわち合同関係である.

[(iii) =⇒ (i)] α, β ∈ Cong(A)を任意にとる. α ◦ β は反射的な内部関係なので, 仮定より対称的でもある. したがっ
て α ◦ β = β ◦ αを得る.

Example 2.3. 群のバラエティはマルセフバラエティである. 実際, 3変数項 q(x, y, z) := xy−1zが Theorem 2.2(ii)

の条件を満たす. ♦

Definition 2.4. バラエティ Alg(Ω, E)は, 以下 (Theorem 2.5)の同値な条件を満たすときモジュラーバラエティ
(modular variety, or congruence-modular variety)と呼ばれる. ♦

Theorem 2.5 ([Day69; Gum83]). 代数理論 (Ω, E)について, 以下は同値である:

(i) 任意の A ∈ Alg(Ω, E) に対し, Cong(A) がモジュラー則 (modular law) を満たす. すなわち, α, β, γ ∈
Cong(A)に対し, γ ≤ αならば α ∧ (β ∨ γ) ≤ (α ∧ β) ∨ γ が成り立つ.
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(ii) ある 4変数 Ω-項 p0, p1, . . . , pn (Day term)が存在し、任意の (Ω, E)-代数が以下の等式を満たす:

pi(x, y, y, x) = x (0 ≤ i ≤ n);

p0(x, y, z, w) = x;

pi(x, x, y, y) = pi+1(x, x, y, y) (i : 偶数);

pi(x, y, y, z) = pi+1(x, y, y, z) (i : 奇数);

pn(x, y, z, w) = w.

(iii) 任意のA ∈ Alg(Ω, E)がシフト補題 (Shifting Lemma)を満たす. すなわち, α∧β ≤ γなる α, β, γ ∈ Cong(A)
に対し, ( xy ), (

z
w ) ∈ α, ( xz ), (

y
w ) ∈ β, ( xy ) ∈ γ ならば ( z

w ) ∈ γ が成り立つ.

x z

y w

γ α

β

α

β

⇒

x z

y w

γ α

β

α γ

β

in A

Proof. [(i) =⇒ (iii)] A ∈ Alg(Ω, E) を任意にとる. α ∧ β ≤ γ なる α, β, γ ∈ Cong(A) について, 以下の状況を考
える:

x z

y w

γ α

β

α

β

in A.

モジュラー則より, ( z
w ) ∈ α ∧ (β ∨ (α ∧ γ)) ≤ (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ) ≤ γ ∨ (α ∧ γ) = γ が成り立つ.

[(iii) =⇒ (ii)] F4 := F(x, y, z, w) ∈ Alg(Ω, E)を 4元生成自由代数とする.

α := 〈( x
w ), ( yz )〉F4

, β := 〈( xy ), ( z
w )〉F4

, γ := 〈( yz )〉F4
∈ Cong(F4);

δ := (α ∧ β) ∨ γ ∈ Cong(F4)

とおく. すると α ∧ β ≤ δ であり
y x

z w

δ α

β

α

β

in F4

なので, シフト補題より ( x
w ) ∈ δ を得る. δ の定義より, ある p0, . . . , pn ∈ F4 が存在し以下を満たす:

Alg(Ω, E) ⊨ x = p0(x, y, z, w); (1)

Alg(Ω, E) ⊨ w = pn(x, y, z, w); (2)

( pi
pi+1 ) ∈ α ∧ β (i : 偶数); (3)

( pi
pi+1 ) ∈ γ (i : 奇数). (4)

Lemma 1.23より, (3)は

Alg(Ω, E) ⊨ pi(x, y, y, x) = pi+1(x, y, y, x) (i : 偶数); (5)

Alg(Ω, E) ⊨ pi(x, x, y, y) = pi+1(x, x, y, y) (i : 偶数) (6)

と同値であり, (4)は
Alg(Ω, E) ⊨ pi(x, y, y, z) = pi+1(x, y, y, z) (i : 奇数) (7)

と同値である. (1),(5),(7)から x = pi(x, y, y, x) (∀i)が従うので, p0, . . . , pn は (ii)の条件を満たしている.
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[(ii) =⇒ (i)] α, β, γ ∈ Cong(A)が γ ≤ αを満たしているとする.

α ∩ (β ◦n γ) ⊆ (α ∧ β) ∨ γ (8)

を n ≥ 0についての帰納法で示す (n = 0なら明らか). ( ad ) ∈ α ∩ (β ◦n+1 γ)を任意に取る. ある b, c ∈ Aが存在し
て ( ab ) ∈ β, ( bc ) ∈ γ, ( c

d ) ∈ β ◦n γ を満たす.

a b

d c

α

β

γ

β◦nγ

in A

Claim 1

(i) JpiKA(a, b, c, d) (α ∧ β) ∨ γ JpiKA(a, a, d, d).
(ii) iが偶数なら, JpiKA(a, b, c, d) (α ∧ β) ∨ γ Jpi+1KA(a, b, c, d).
(iii) iが奇数なら, JpiKA(a, b, c, d) γ Jpi+1KA(a, b, c, d).

Proof.

(i) JpiKA(a, b, b, a) a JpiKA(a, a, a, a)
JpiKA(a, b, c, d) JpiKA(a, a, d, d)

αα

β◦nγ

よって, 帰納法の仮定から従う.

(ii) (i)より, JpiKA(a, b, c, d) (α ∧ β) ∨ γ JpiKA(a, a, d, d) = Jpi+1KA(a, a, d, d) (α ∧ β) ∨ γ Jpi+1KA(a, b, c, d).
(iii) JpiKA(a, b, c, d) γ JpiKA(a, b, b, d) = Jpi+1KA(a, b, b, d) γ Jpi+1KA(a, b, c, d).

Claim 1(ii)(iii)より,

a = Jp0KA(a, b, c, d) (α ∧ β) ∨ γ Jp1KA(a, b, c, d) · · ·
(α ∧ β) ∨ γ JpnKA(a, b, c, d) = d.

よって n+ 1についての (8)が示された.

以下で示す通り, モジュラーバラエティの概念はマルセフバラエティを包含する.

Theorem 2.6. バラエティAlg(Ω, E)について, (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii)が成立する.

(i) Alg(Ω, E)はマルセフバラエティである.

(ii) Alg(Ω, E)は 3-permutable バラエティである. すなわち, 任意の A ∈ Alg(Ω, E)と α, β ∈ Cong(A)に対し,

α ◦ β ◦ α = β ◦ α ◦ β が成立する.

(iii) Alg(Ω, E)はモジュラーバラエティである.

Proof. [(i) =⇒ (ii)] マルセフバラエティの定義 Theorem 2.2(i)から直ちに従う.

[(ii) =⇒ (iii)] シフト補題 (Theorem 2.5(iii))が成立することを示そう. A ∈ Alg(Ω, E)を任意にとり, α ∧ β ≤ γ
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なる α, β, γ ∈ Cong(A)について以下の状況を考える:

x z

y w

α∧γ

β

α

β

in A.

仮定より ( z
w ) ∈ β ◦ (α ∧ γ) ◦ β = (α ∧ γ) ◦ β ◦ (α ∧ γ)なので, 以下のような u, v ∈ Aが存在する:

x z

u

v

y w

α∧γ

β

α

α∧γ

β

α∧γ

β

in A.

すると u α z α w α v なので ( uv ) ∈ α ∧ β ≤ γ である. したがって z
γ

w が言えた.

3 合同圏/Congruence-categories

Theorem 2.2(iii)と Theorem 2.5(iii)は, 有限極限をもつ任意の圏で意味をなす。したがって, マルセフバラエティ
やモジュラーバラエティの概念を圏へ一般化することができる.

Definition 3.1.

(i) 圏 C がマルセフ圏 (Maltsev category)であるとは, C が有限極限をもち, なおかつ任意の内部反射的関係が内
部同値関係であることを言う.

(ii) 圏 C がグン圏 (Gumm category)であるとは, C が有限極限を持ち, なおかつ内部同値関係についてシフト補
題 (Theorem 2.5(iii))が成立すること言う. ♦

Remark 3.2. バラエティは常に有限極限を持つので, バラエティについて, マルセフ圏であることとマルセフバラ
エティであることは同値である. 同様に, バラエティについて, グン圏であることとモジュラーバラエティであること
は同値である. 特に Example 2.3と Theorem 2.6より, 群の圏Grpはグン圏である! ♦

マルセフバラエティの特徴づけ Theorem 2.2では, 内部 2項関係の「合成」α ◦β を用いている. このような「合成」
の概念は一般の正則圏 (regular category)で意味を成し, 実際 Theorem 2.6を次のように一般化することができる.

Theorem 3.3. 任意の正則マルセフ圏 (regular Maltsev category)はグン圏である. *1

マルセフバラエティやモジュラーバラエティの概念が圏へ一般化されたことで, 位相代数や順序代数, quasi-バラエ
ティなどの, バラエティとは限らない類似概念が扱えるようになる. 実際, C∗-代数, コンパクト群, 位相群, 捩れな
しアーベル群, 被約可換環, 任意のトポスの反対圏, 任意のアーベル圏などは, バラエティでないマルセフ圏の例であ
る.[GRN19]

*1 Theorem 2.6(ii)における 3-permutable バラエティの概念の圏への一般化も知られており, それはグルサ圏 (Goursat category)と呼ば
れる. Theorem 3.3の主張は「正則マルセフ圏 =⇒ 正則グルサ圏 =⇒ グン圏」のように精密化される.
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